DOGUS UNIVERSITESI
8. ISTANBUL MATEMATIK YARISMASI
FEN LISELERI KATEGORISI TAKIM YARISMASI

1-60) m ve n pozitif tam sayilar olmak {izere
n* + 4m*
seklindeki sayilarin kag tanesi asal sayidir?

Coziim: n* +4m* = (n? + 2m?)? — 4n’m?
= (n? = 2nm + 2m?)(n? + 2nm + 2m?)
=[(n-m)>+m2][(n+m)>+m?]

say1s1 asal ise, (N + m)? + m2 > 1 oldugundan,

(Nn—m)?>+m? = 1 yanin = m = 1 olmahdir. Buradan, n* + 4m* = 5 bir asal say1 olur.

YANIT: 1

2-60) Bir kisinin 1957 yilinda yas1, dogum yilinin basamaklarinin say1 degerleri toplami
kadardir. Bu kisi, 1957’ de kag¢ yasindadir?

Coziim: Kisinin dogum tarihi 1abc olsun. O zaman,

1000+ 100a+ 10b+c+ (1 +a+b+c) = 1957

101a+ 11b + 2¢ = 956. Buradan, a = 9 veya a = 8 elde edilir.

a = 8ise 11b + 2¢c = 148 olamaz. Bu nedenle, a = 9 olmalidir. O zaman,
11b +2c = 47; b = 3,¢ = 7 bulunur. Dolayisiyla, dogum tarihi 1937’ dir. 1957 yilindaki
yast ise, 1957 — 1937 = 20 olur.

YANIT: 20

3-60) X1,X2,...,X13 sayilar1 negatif olmayan ve X; + X2 +...+Xj3 = 2 esitligini saglayan
reel sayilar olmak tlizere XXz + X2X3 +...+X12X13 ifadesinin alabilecegi en biiyiik degeri
bulunuz.

Coziim: X;X2 + X2X3 +...+X12X13 < (X1 + X3 +...+X13) (X2 + X4 +...+X12) esitsizliginin
dogru oldugu agiktir. a = X; + X3 +...+X13 ve
b = X2 + X4 +...+X12 diyelim. Bu durumda, Aritmetik-Geometrik Ortalama

teizlisd ath \2 _ (uotexis)® o4 _
esitsizliginden ab < (&7)" = ——,—— = 1= 1
B('iylece X1X2 + XoX3 +...+X12X13 < leldeedilir. Xy =X = 1veXs =..=X3=0

alirsak XX, + XoX3 +...+X12X13 = 1 olur.

Yanit: 1



4-60) x2 + (2 —m)Xx —m — 3 = 0 denkleminin koklerinin kareleri toplamimin minimum
olmasini saglayan m sayisin1 bulunuz.

Coziim: ax?> +bx+c = 0 seklindeki ikinci dereceden denklemler i¢in, X1, X2
denklemin kokleri olmak tizere,

2
y=x3+x}3 = (X1 +X2)% = 2X1X2 = (—%) 2%

saglandigindan
y=02-m)?-2(-m-3) =m?2-2m+ 10

olur.y'(m) = 2m—2 = 0 = m = 1 minimum degeri verir.
Yanit: 1
5-60) x3 + 2y3 + 423 — 6xyz = 0 denkleminin tam say1 ¢dziimlerini bulunuz.

Coziim: Xo, Yo, Zo denklemin herhangi bir ¢dziimii olsun. X3 + 2y3 + 423 — 6XoYoZo = 0
oldugundan X, bir ¢ift sayidir. (Xo = 2X1)

Xo yerine 2X; yazip denklemi 2’ ye bdlersek 4x3 + Y3 + 223 — 6X1Y0Zo = 0 bulunur.
Buradan yy = 2y; oldugu goriiliir. y, yerine 2y, yazilip tekrar denklem 2’ye bdliiniirse,

2X3 +4y3 + 23 — 6X1Y120 = 0 = 2z = 27,

elde edilir.

Bdylece, Xo,Y0,Zo degerlerinin ortak bir bdleni vardir. Denklem homojen oldugundan,
%, ?0, Zg_o de denklemin tamsay1 ¢6ziimleri olacaktir. Bu islem k kere tekrarlanirsa
2—3, 2—(;, =% igliisii de bir ¢oziim olur. Xo,Yo,Zo dan herhangi biri 0 dan farkl ise, Syle bir k
sayis1 vardir ki %, %, % dan en az biri tam say1 olamaz. Bu ¢eliskiden
Xo = Yo = 2o = 0 elde edilir.

YANIT: X =y =2=0

6-60) Asagidaki denklem sistemini pozitif tam sayilar kiimesinde ¢6ziiniiz.
X2 -y -2 —xy-4z=0
x2-2y-2z2=0

Coziim: X,Y,z pozitif tam sayilarinin sistemi sagladiklarini varsayalim. Bu taktirde 1.

denklemden y < X ve z < X olacagi aciktir.
Buradan,y < x—-1ve z < x— 1 yazilabilir. Bu esitsizlikleri 2. denklemde g6z 6niine

alirsak,
X2 = 2(y+2) <2(x—1+x-1)=4x-4
=X -4X+4<0e X-2)?2<0ex=2



olur.y < x—-1vez < x-1 esitsizliklerinden ise y = z = 1 oldugu agiktir. (2,1,1)
ticliisliniin sistemin ¢oziimii oldugunu gérmek kolaydir. Sistemin pozitif tam sayilarda
baska ¢Ozilimii yoktur.

YANIT: (2,1,1)

7-60) Diizlemde, ikiser ikiser birlestirilerek tam 196 farkli dogru c¢izilebilecek sekilde
21 nokta verilmistir. Bu dogrulardan herhangi biri lizerinde, verilen noktalardan en fazla 3
tane bulunsun. Buna gore, 3 tane nokta iceren dogrularin sayis1 kagtir?

Coziim: Ayni dogru {izerinde bulunan 3 nokta olmamasi durumunda, tiim dogrularin

sayist: ( 221 ) = 210 dur.

Herhangi bir dogru 3 nokta igeriyor ise, bu noktalarin belirttigi dogru sayisi

( % ) — 1 = 2 azalmus olur.

Toplam eksilen dogru sayisinin 210 — 196 = 14 olmas1 i¢in, 3 noktay1 iceren dogru
say1s1 7 olmalidir.

YANIT: 7

8-60) Dogal sayilar kiimesinde tanimli bir f fonksiyonu n > 21 igin f(n) = n—3 ve

n < 21 igin f(n) = f(n + 5) kosullarini saglarsa f(1) degeri kagtir?

Coziim:
f(21) = f(26) =26 -3 =23
tur.
f(1)) =f(1+5) =f(1+5.2) =f(1+5.3) =f(1+5.4) =121) =23
bulunur.
YANIT: 23

9-60) Iki dikdortgen bir diizlemi en ¢ok kag pargaya bolebilir?

Coziim:



° 10 5

Dortgenlerden herhangi bir tanesinin bir kenar1 diger dortgenin i¢ bdlgesini en ¢ok iki
parcaya boler. Bu durumda, her bir dortgende bir tanesi ortak olmak {izere 5’er parca
olusur. Boylece 2 dortgende ise toplam en ¢ok 9 parga olusur. Her iki dortgenin disinda
kalan pargay1 da eklersek toplam 10 parca elde edilir.

Yanit: 10

10-60) Kenar uzunluklar1 603, 804 ve 1005 olan bir liggenin i¢ teget cemberinin
yarigap1 kagtir?

Coziim:

Uggenin kenar uzunluklar1 201°1in 3,4 ve 5 kat1 oldugundan, a = 201 olmak iizere,
kenar uzunluklarini 3a,4a ve 5a gibi distinebiliriz.
Uggen sekildeki gibi harflendirilirse,

X+Yy = 3a
X+z=4a
y+z=>5a

Buradan da, x = 201, y = 402, z = 603 elde edilir. m(A) = 90° oldugundan, i¢ teget
cemberin yarigapt 201 olarak bulunur.

Yanit: 201

11-60) 2x* < sin®X + cos®x — 1 esitsizliginin ¢dziim kiimesini bulunuz.



Céziim: sin*x < 1, cos®x < 1 oldugu icin,
2x4 < sinX + cos®X — 1 = sin?X « sin*X + cos2X » cos®X — 1 < sin®X + cos?X — 1 = 0 ve
buradan da X = 0 elde edilir.

YANIT: 0

12-60) a; = 1, an1 = an + = formiilii ile tanimlanan {a,} dizisinin limitini bulunuz.

vardir. Limit sonlu olsun. lim a, = a ise indirgeme formiiliinde limit alirsak, a = a + +

N—oo

cikar. Bu denklemin sonlu ¢6ziimii olmadigindan, limit sonsuz olmalidir.

Coziim: a, > 0, ans1 > an oldugu i¢in {a, } dizisinin sonlu veya sonsuz bir limiti

YANIT: o©

13-60) Reel x ve y sayilar1 (X — 12)2 + (y + 16)? = 225 denklemini sagladi§ina gore
x? + y? nin alabilecegi minimum deger kagtir?

Coziim:



\ 4

|OP|*> = min(x? +y?)
15 |OC| = J12% + 162 = 20,
IOP|?> = (20— 15)% = 52 = 25

min(x? +y?) = 25 bulunur.

P

C(12,-16)

YANIT: 25

14-75) 2m +n)(2n + m) = 2209 esitligini saglayan kag tane (m,n) negatif olmayan
tam say1 ikilisi vardir?

Coziim: Verilen denklemden 2m +n = 25ve2n+m = 2" ve s+ r = 2009 olacak
sekilde negatif olmayan S ve r tam sayilarinin bulunmasi gerektigi goriiliir. Buna gore
m= +(2%" 2" ven = L (2" - 2°) olmaldur. Diger taraftan
281 = 220101 = 2 = 2f(mod3) ve ayni sekilde 2™ = 25(mod 3) oldugu gériiliir. Dolayisi
ile istenen say1, S+ = 2009 denkleminin (S, r) negatif olmayan tam say1 ¢oziimleri
sayisina yani ( 200? +1 ) = 2010 a esittir.

Yanit: 2010
15-75) x* = y3 +y? + 1 denkleminin biitiin (X,y) tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.

Coziim: (y + 1)3 = y? + 3y? + 3y + 1 dir. Ote yandan verilen denklemi kullanarak
Y+ 1) =y +y2+1+2y? +3y = x> +2y? + 3y
yazilabilir. Eger, 2y? + 3y > O ise (Y + 1) > x3 > y3 bulunur. Bu esitsizlikten 3. dereceden
kok alirsak, y +1 > x > y cikar. Yani y tam ise X tam degildir sonucu elde edilir. O zaman,
2y? + 3y < 0 esitsizligi saglanmalidir.
Buradan y(2y +3) < 0 ve _73 <y < 0 bulunur. Bu araliktaki tam sayilary = —1 ve



y = 0 dir.
y=-lisex’ =1vex=1,y=0isex® = 1vex = 1 elde edilir. Denklemin tam say1
¢Oziimleri (1,0) ve (1,—1) olarak bulunur.

YANIT: (1,0),(1,-1)

16-75)
(T +Xx+x2+x3 +...4+x15)3
polinomunda x'* nin éniindeki katsay1y1 bulunuz.

Coziim: p,q,r sirasiyla 1. 2. ve 3. parantezlerdeki X lerin kuvvetlerini gosteren ve
0 < p,q,r < 15 kosulunu saglayan tam sayilar olmak tizere,

(THX+XZ+X3+ . AXBD)A X+ X2+ XD A + X+ x2+x3 +...+xD)

ifadesinde, X3 = xPx9x" seklindeki terimleri aramaliyiz. Bunlarin sayis1 p +q +r = 15 tir.
p ve q bagimsiz degisken olsun. p = Oise q = 0,1,..., 15 yani 16 farkli deger alabilir.
p=1iseq=0,1,...,14 yani 15 farkli deger alabilir. Bu sekilde devam edersek; istenen
sayisinin 1’den 16’ya kadar olan sayilarin toplami oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla x'° nin

oniindeki katsayt 162J — 136 olur.

YANIT: 136

2010
17-75) 0 < x < 2015 olmak tizere Z k = x (mod2016) ise, X kagtir?
k=1

2015

Coziim: y = Z k (mod2016) olsun. Birinci ve sonuncu terimin toplamu, ikinci ve
k=1
sondan bir 6nceki terimin toplami, ... 2016 oldugundan, bu toplamlar mod2016 da 0 dir. Bu
sekilde devam edersek, sadece ortadaki terim olan 1008 kalir. Oyleyse y = 1008
(mod2016) dir. Ekledigimiz terimlerin toplamini hesaplarsak, )
201542014 +...42011 = (1) + (-2) +...+(=5) = =15 (mod2016) dir. Oyleyse

X = 1008 — (=15) = 1023 (mod2016)

bulunur.
YANIT: 1023

18-75)
11x-13y =1
X+y > 50
bagintilarini saglayan toplami en kii¢iik pozitif (X,y) tamsayi ikilisini bulunuz.



Coziim: X = 6 ve Yy = 5 degerlerinin verilen denklemin bir ¢6ziimii oldugu kolayca
goriiliir. Oyle ise, (X,y) = (6 + 13t,5 + 11t),t = 0,+1,+2, ...

seklinde yazilabilir. Denklemin tamsay1 ¢éztimleri, X +y = 11 + 24t > 50 esitsizligini
saglayacagindan t > 2 olmalidir.

t = 2 i¢in toplami en kiiciik olan ikili, (x,y) = (32,27) olarak bulunur.

Yamt: (32,27)

19-75) Bir torbada toplam 45 adet kirmizi, beyaz ve siyah renkte bilyeler vardir. Bu
torbadan, rastgele 26 tane bilye alindiginda, en az biri kirmizi, 31 tane bilye alindiginda en
az biri beyaz, 36 tane alindiginda en az biri siyah olmaktadir. Buna gore, bu torbada kagar
adet kirmizi, beyaz ve siyah bilye bulunmaktadir?

Coziim: Kirmiz1 bilyelerin sayisini X, beyaz bilyelerin sayisin1 y, siyah bilyelerin
sayisini Z ile gosterelim. Verilen bilgilere gore,

y+z<25

X+ <30

X +Yy < 35 esitsizlikleri elde edilir. X + Yy + zZ = 45 oldugundan esitsizlikler, esitlik haline
doniistiiriilmelidir.

Oyleyse, elde edilen 3 denklemden; z = 10, X = 20, y = 15 bulunur.

YANIT: Kirmiz1 20, beyaz 15, siyah 10.

20-90) Tiim basamaklar1 tek say1 olan ve higbir ardisik iki basamagi toplami 10
etmeyen 3 basamakl kag say1 vardir?

Coziim: Tiim basamaklar1 tek say1 olan 3 basamakli sayilarin hepsi 53 diir. Toplamlari
10 eden giftler: (1,9), (3,7) ve (5,5) dir.

(1,9) ¢ifti yan yana olan 3 basamakli sayilar, 19 , 19,91 , 91 seklinde olmak tizere
toplam 5+ 5+5+5—-2 = 18 tane,

(3,7) ¢ifti yan yana olan 3 basamakli sayilar, 37 , 37,73 , 73 seklinde olmak tizere
toplam 5+ 5+5+5—-2 = 18 tane,

(5,5) ¢ifti yan yana olan 3 basamakli sayilar, 55 , 55 olmak iizere toplam
5+5—1 = 9 tane oldugundan,

125 - (18 + 18 +9) = 80 bulunur.

YANIT: 80

21-90) (Xn ), dizisi X = %, Xip1 = Xﬁ + Xk bagintilar ile tarif edildigine gore
1 1 1
X1 +1 +X2+1 +.“+X2010+1




sayisinin tam kismi kagtir?

Coziim:
1 _.1_3
o R
-9 .3 _21
X3 = 16 + I 1 > 1
ve dolayisiyla, her kK > 3 i¢in Xk > 1 olur. Xx+ = Xﬁ + Xk bagintisindan,
1 _ 1 _ 1 1
Xkl Xk(Xk + 1) Xk xg+ 1
1 _ 1 1

Xk +1 Xk Xk+1
elde edilir. Bu formiilii istenen ifadede kullanirsak, sadelestirmeler sonucunda,

X% - Xz}m =2 —Aolur. 0 < 4 < 1 oldugundan toplamin tam kismi 1 olarak bulunur.
YANIT: 1

22-90) Bir sinifta toplam 20 6grenci vardir. Rastgele se¢ilen herhangi iki 6grencinin
ortak bir dedesi vardir, ancak 6grencilerin tiimii, ayn1 dedenin torunu degildir. Bu
ogrencilerin kag¢ dedesi vardir? En ¢ok torunu olan dedenin en az ka¢ torunu vardir?

Coziim: Dedeleri nokta, torunlar ise iki dedeyi birlestiren egriler gibi diisiinelim. 1
ogrenci segelim. Bu 6grencinin iki dedesini A ve B noktalariyla gosterelim. A ve B
dedelerinin ortak torunlar1 A ile B yi birlestiren egrilerdir. Bu egrilerin sayist 20 olamaz,
clinkii hepsi ayn1 dedenin torunlar1 degildir. Bu egrilerin disinda olanlarin hepsinin A ile B
yi birlestiren egrilerle ortak dedesi oldugu i¢in, bu 6grenciler A dan veya B den ¢ikan
egrilerle belirtilmelidir. Soruda verilen kosullara gore, hepsi A dan veya hepsi B den
cikamaz. A dan ¢ikanlar B den ¢ikanlarla ayni bir C noktasinda kesigsmiyorsa, A dan
cikanlarla B den ¢ikanlarin ortak bir dedesi olmaz. Boylece A, B ve C noktalar1 arasindaki

toplam egri sayist 20 dir. Dolayisiyla dedelerin sayisi da 3 tiir. B ile C arasindaki egrilerin

sayisinin en az oldugunu kabul edersek, bu egrilerin sayisi 20 ten kii¢iik olmalidir. O

3
zaman, A dan ¢ikan egrilerin say1s1 23J ten biiyiik olmalidir. Bu ise, en ¢ok torunu olan

A dedesinin en az 14 torunu oldugunu gdésterir.
Yani, dede sayis1 3 tiir ve en fazla torunu olan dede en az 14 toruna sahiptir.

YANIT: 3 dede, 14 torun.

23-90) Bir P diizleminin disinda kalan ABCD paralelkenarinin A, B ve C koselerinin P
diizleminden uzakligi a, b ve ¢ ise D kdsesinin P den uzakligini hesaplayiniz.

Coziim:



O
A B C
X
a D b
Cq1
071

D nin P diizlemine uzaklig1 X olsun. Paralelkenarin A, B, C, D kdselerinin ve
kosegenlerinin kesisim noktas1 O nun, P diizlemi iizerindeki izdlistimlerini sirasiyla
A1,B1,C1,D; ve Oy ile gosterelim. OO, dogru pargast AA;C,C ve BB;D;D yamuklarinin
orta tabani oldugu i¢in

00, = % = % = X = a+ ¢ — b bulunur.

Yamt:a+c—-Db

24-90) Bir ¢ember lizerine, ard arda gelen her dort sayinin toplami 30 olacak sekilde 14
pozitif tam say1 yerlestirilsin. Buna gore, bu sayilarin en biiyiigii en ¢ok kag olabilir?

Coziim: Bu sayilardan herhangi komsu iki tanesini ayirdigimizda geriye kalan 12
saymin toplami 90 olacaktir. Oyle ise, herhangi iki komsunun toplamu sabittir ve dort
ardisigin toplami da 30 oldugundan, iki komsunun toplami 15 olacaktir. Dolayisiyla, iki
pozitif tamsayinin toplami 15 ise, en biiyiigii en ¢ok 14 olabilir.

YANIT: 14

25-90) Kdseleri bir gember tizerinde olan sekizgenin dort kenarinin uzunluklari 3 ve
kalan kenarlarinin uzunluklari 2 dir. Sekizgenin alanini hesaplayimiz.

Coziim:



V2 V2
-1 ]
/ \
3 3
\ /
1 []
V2 N

|

0

Sekizgenin kenarlarinin dizilisine gore
alan degismeyeceginden, dizilis,
sekildeki gibi almabilir.

Biiyiik karenin alani:
(B+2J2)2=17+12)2

Bdylece sekizgenin alani:
1741207 - (B2 4) =13+ 1242

2

olarak bulunur.

Yamt:13 + 12,/2



