DOGUS UNIVERSITESI
8. ISTANBUL MATEMATIK YARISMASI
LISELER KATEGORISi TAKIM YARISMASI

1-60) Dort cocuk, Ahmet, Ferit, Berk ve Mehmet kosu yaris1 yapiyorlar. Yarigma
sonucunda, Ahmet, "Ben birinci ve sonuncu olmadim.", Ferit, "Ben sonuncu olmadim.",
Berk, "Ben birinci oldum." ve Mehmet, "Ben sonuncu oldum." diyor.

Cocuklardan ti¢ii dogru, biri yalan sdyledigine gore birinci ve sonuncu kimdir?

Coziim: Ahmet yalan sdylememistir. Ciinkii Ahmet’in yalan sdylemesi durumunda
Berk veya Mehmet’ten biri de yalan sdylemis olur. Benzer olarak, Ferit ve Mehmet de
dogru soylemistir. Yanlis soyleyen Berk’ tir. O zaman Mehmet sonuncu, Ferit de birincidir.

YANIT: Sirasiyla Ferit ve Mehmet.

2-60) f : R —» R fonksiyonu, f(1) = 1 kosulunu ve
f(x+5)>f(x)+5
f(x+1) <f(x)+1
esitsizliklerini saglayan bir fonksiyon ise f(2010) degeri kagtir?

Coziim.
fX)+5 <f(x+5) <f(x+4)+1 <f(x+3)+2 <f(x+2)+3 <f(x+1)+4
oldugundan
fx)+1 <f(x+1)
ve f(x + 1) < f(x) + 1 kosulundan dolayz,
fx+1) =f(x) +1
elde edilir. O halde,
fQ)=1+1=2, f{3)=2+1=3,...., f(2010) = 2010
olarak bulunur.

YANIT: 2010

3-60)f : [-1,1] - [0,1] fonksiyonu (-1, 1) araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon
olsun. f(0) = 1 ise 3f'(0) + 2 kagtir?

Coziim: Verilen kosullardan 1 in f fonksiyonunun maksimum degeri ve dolayist ile 0
noktasinin, f fonksiyonunun maksimum noktasi voldugu sonucu ¢ikar. f tiirevlenebilir bir
fonksiyon ve 0 tanim bdlgesinin bir i¢ noktasi oldugu i¢in f'(0) = 0 dir ve 3f'(0) +2 = 2
olur.



YANIT: 2

4-60) (a + b)" aciliminda b nin ¢ift kuvvetlerini i¢eren terimlerin toplami X ve tek
kuvvetlerini i¢eren terimlerin toplami y olsun. x? — y? kactir?

Coziim. x+y = (a+b)", x—y = (a—b)" oldugu i¢in
X2 —y2 = (x-y)(X+Yy) = (a2 — b?)" olarak bulunur.

YANIT: (a2 — b2)"
5-60)
X—=y=2
Xy+z2+1=0

denklem sisteminin gercel sayilardaki ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim. X ve -y sayilar1 k?> — 2k + (1 + z?) = 0 denkleminin kokleridir. Diskriminant
A =1-(1+2?) = -z> > 0 olmasi i¢in Z = 0 olmas1 gerekir. O zaman,
k-1)2=0,k=1,x=1 vey = —1 olmahdur.

YANIT:x=1,y=-1vez=0

6-60) x> — 2y? = 1 denklemini saglayan X ve Y asal sayilarini bulunuz.

Coziim: x> = 1 + 2y? oldugu i¢in X tek sayidir. (X = 2n + 1). Bunu kullanarak
y? = 2(n? + n) elde edilir. Yani, y nin ¢ift say1 olmas1 gerekmektedir. Cift olan asal say1 2
dir.y = 2 = X = 3 bulunur.

YANIT: x =3,y = 2.

7-60) Bir dik tiggende kenar uzunluklarinin ¢arpimi yiiksekliklerin ¢arpiminin iki kati
ise, liggenin i¢ acilar kag¢ derecedir?

Coziim:



C A

abc = 2hab = ¢ = 2h,|AD| = h(cota),|BD| = h(tana)
¢ = |AD| + |BD| = h(cota + tana) = cota + tana = 2,tana = 1 = a = Z- bulunur.

Yamt: (4,5, %) yada (45°,45°,90°)

8-60)S = L + 2 + 3. ..+ dizisinin n — oo i¢in limitini bulunuz.
n n n n

Coziim: S = n—12(1 +2 +...+n) seklinde yazalim. O halde,

§ = LA0D - ol dir

lim S =lim ”anl = % bulunur.
N—oo Nn—oo

YANIT: L

9-60) 8x8 lik bir satrang tahtasinda 4x4’ liik karelerin sayis1 kagtir?

Coziim: Satrang tahtasini (0,0), (0,8),(8,0), (8,8) koordinatlariyla koordinat diizlemine
yerlestirelim. 4x4” liikk karelerin orjine en yakin kdsesinin koordinatlart (k,m) olsun.
Birbirinden bagimsiz olarak, k ve m’ nin 0, 1,2, 3,4 degerleri aldig1 agiktir. Dolayisiyla,
istenen karelerin toplam sayis1 5 « 5 = 25 olur.

YANIT: 25

10-60)



200
150
135

=1 =] =] ul Bulvar

Ali’ nin (A), Berna’ nin (B), Ceren’ in (C) ve Deniz’ in (D) evleri yukaridaki krokide
gosterildigi gibi yatay diizlemdeki bir paralelkenarin kdselerinde yer almaktadir. Ali’ nin,
Berna’ nin ve Ceren’in evlerinin bulvara uzaklig1 sirasiyla 150m, 135m ve 200m’ dir. Buna
gore, Deniz’ in evinin bulvara uzakligi kag m’ dir?

Coziim: Kolayca goriilebilir ki, paralelkenar 6zelliginden 200 — 150 = 135 — X esitligi
saglanmalidir. dolayisiyla aranan uzaklik 85m olur.

YANIT: 85

11-60)a+b+c=0vea=+0,b+0,c+0oldugunagore & + 2+ S+ &+ L+ &
toplami1 kagtir?

Coziim: Paydalar esit olanlari bir araya getirip toplarsak, &2 + Le+ bic elde edilir.
a+ b+ ¢ = 0 sartin1 kullanarak,
=+ ’Tb + 2 = -3 bulunur.

YANIT: -3

12-75) Bir sirada 8 koltuk bulunmaktadir. 5 kisi bu siraya rasgele oturdugunda, yan
yana bulunan 2 koltugun ikisinin birden bos olmama olasilig1 nedir?

Coziim: Bos koltuklar siranin baglarinda veya 5 kisinin aralarinda olabilir. Bir siradaki
5 kist 6 aralik belirledikleri ve 3 bos koltuk bu araliklar arasindan her araliktan en ¢ok bir

6
tane se¢ilmek durumunda oldugundan istenen olay sayisi ; dur. Buna gore cevap,



olarak bulunur.

.S
YANIT: 2

13-75)
i +2i% + 3i3 +...42010i2°!° karmagik sayis1 kagtir?

Coziim: Terimlerin reel kisimlari toplamu

-2+ (4-6)+...+(2008 —2010) = -2 - 503 = —1006,
sanal kisimlar1 toplami

I+ (-3+5)+...+(2007 —2009) = 1 +2 +502 = 1005
oldugundan aranan say1 1006 + 1005i olarak bulunur.

YANIT: 1006 + 1005i

14-75) Tiirkiye milli futbol takiminin 24 oyuncusu vardir. Avrupa sampiyonasinda
oynadig1 8 magin her birinde 11 oyuncu oynamistir. Fenerbahgeli futbolcularin her biri
sadece 1 magta oynamistir. Bu durumda, milli takimda Fenerbahge takimindan olan en ¢ok
kag futbolcu vardir?

Coziim: Toplam FB’ li sayis1 n olsun. Sirasiyla 1.,2.,...,8. macta oynayan FB’ li
sayist K1, Ka,...,Kg ve. bu sayilarin en kiigiigii K; olsun. Buna gore en az (11 — K) tane
diger takim oyuncular1 vardir ve dolayis1 ile

8Ki <24 - (11 - Ky) = 13 + K

yani 7K; < 13 ve K¢ < 1 elde edilir.. Sonug olarak, t-inci magta FB’ li olmayan 10 oyuncu
vardir ve N < 14 olmalidir. n = 14 6rnegin,
2+2+2+4+2+4+2+2+1+1 seklindeki dagilimdan goriiniir.

YANIT: 14

15-75)

14224334 40"
!gg nn




limitini hesaplayiniz.

Coziim:

A — 1"+224+334+...4+n"
n — nn

dersek, her n > 1 i¢in

n'+n?+..+n" _ 1 . n™'—n n“! 1 _ _n
I<Ans n" oonn n—1 -~ n" "n-1 _ n-1
n

1 <A< m—

elde edilir. Sandwich teoremine gore,
1 <limA, < lim—"— =1
n—oo n-w N — 1

ve

fimAn = 1
elde edilir.

YANIT: 1

16-75) 0 < t < % icin X ve Yy reel sayilar olmak iizere, Xy = sin(2t) ve % = tan(t)
esitlikleri saglaniyorsa x? + y? kagtir?

Coziim:
X, Y _ 1
y + % tant + ant
esitligi kullanilarak
X*+y* _ tan’t+1 _ 1
Xy tant sintcost
elde edilir. Buradan
X2 +y? 1 2 w2
sin2t _ sintcost 1Y =2
bulunur.
YANIT: 2
17-75)
X+y—-z=2

Xy+Xz+yz=3
X2 +y2+22 =15
olduguna gore z sayisinin alabilecegi degerler toplami kagtir?



Coziim: 2(Xy + Xz +Yyz) = 6 denklemini X +Yy? +2z2 = 15 denklemi ile toplarsak
(X+y+2)2=21 ve X+y+2z=+,21 bulunur.

X+y—2=2,X+y+z= 421

ve

X+y—2=2, X+y+2=—421
sistemlerinden

Zl — @_1 ve 222_@_

elde edilir. Buradan z; + z, = =2 bulunur.
YANIT: -2

18-75) xy diizleminde, (3,8) ve (—5,2) noktalarini birlestiren dogru pargasi, bir
cemberin ¢apini gostermektedir. (C, 10) noktast bu ¢gemberin {izerinde ise € kagtir?

Coziim: Cemberin merkezi (3, 8) ve (-5,2) noktalarinin orta noktasi olup, 32;5 =—1ve
= 5ten (—1,5) bulunur. Yarigap ise iki nokta arasi uzakligin yarisi olacagindan,

J (-5-3)2+(2-8)? = 10= r = 5 olur. Oyleyse cemberin denklemi

(X+1)% + (y — 5)? = 25 elde edilir. (c, 10) noktas1 denklemde yerine konursa,

(c+1)? =0 = ¢ = -1 olarak bulunur.

8+2
2

Yanit: —1

19-75) ABCD karesinin [BC] kenari iistiinde bir E noktasi ve [ED] tistiinde bir F noktasi
A
icin [IDF| = |BF| ve |EF| = |BE| ise m(DFA) kag¢ derecedir?

Coziim:

A D




A A A A
m(FBE) = m(EFB) = aolarak alirsak m(FDB) = m(FBD) = a/2 olacagi agiktir.

Buradan m(DBE) = m(ADB) = 3a/2 = 45°, a = 30° bulunur. ADFB dortgenini incelersek

bunun bir deltoit oldugu goriiliir. Deltoitlerde kosegenler dik olarak kesistigi i¢in

m(FQB) = 90° olacaktir. DQF nin i¢ agilar1 incelenirse m(DFA) = 75° bulunur.

Yanit: 75°

20-75) Bir ABC iiggeninde m(A) = 45°, m(B) = 75° olsun. AB kenar1 {izerinde

M(ACD) = 15° olacak sekilde bir D noktas1 alinsin. % =7

Coziim:
A Siniis teoreminden
O AD| _ [oD|
sinl5 ~ sin45
D BDl _ DL o
sinds 575 Y .
Buradan da
ADL _ 1
75 45 R\ BD — 2 bulunur.
B C |
Yamt:;

21-90) (x — Df(x) + f(5) = L+ iliskisini saglayan f(x) fonksiyonunu bulunuz.

Céziim: Verilen esitlikte X yerine + yazilirsa, asagidaki iki denklem elde edilir.
x = D) +f(x) = 5 (1

(- DICH) +100 = <4

Ikinci denklemi + ile carparsak,

() + 75100 = () )

elde edilir.

(1). denklemden (2). denklemi ¢ikarirsak f(X) = ﬁ bulunur.

A
YANIT: —L-

22-90)

X3+ x3y3+y3 =17
X+Xy+y=235
denklem sisteminin tam sayilarda ¢6ziimiinii bulunuz.



Coziim: Her iki esitligin her iki tarafina 1 eklersek,

X3y +1)+y3+1 =18

Xy+1)+(y+1)=6

elde edilir. Carpanlara ayrildiginda, (X* + 1)(y* + 1) = 18

X+ 1)(y+1) = 6olur.

Bu ifadeler, taraf tarafa boliiniirse,

(x> =X+ 1)(y? =y + 1) = 3 bulunur. Burada ¢arpanlarin, 3 ya da 1 olma durumu ayr1
ayr1 incelendiginde sadece {(1,2),(2,1)} ¢oziimlerinin verilen sistemi sagladigi gortliir.

YANIT: {(1,2),(2,1)}

23-90) P(x) polinomunu (X — 1) ile boliindiigiinde 1, (X — 2) ile boliindiigiinde 2
kalanin1 veren ve bagkatsayisi 2 olan 3. dereceden bir polinomdur. P(X)’ in sabit terimi —4
ise X + 1 ile boliimiinden kalan kagtir?

Coziim: Verilen bilgilerden polinom P(x) = (X — 1)(X — 2)K(x) + X seklinde yazilabilir.
Burada, K(x) = ax + b ,baskatsayisi da 2 oldugundan K(x) = 2x + b olmalidur.

P(X) = Xx—=1)(x=2)(2x + b) + x

P(0) = —4 ifadeleri kullanilarak b = -2, P(-1) ise =25 bulunur.

YANIT: -25

24-90) X1, X2,X3,X4,Xs pozitif gergel sayilar olmak iizere,
Xi+Xa =X3, Xo+X3 =X3, X3+Xa =X, Xg+X5 = X7, Xs +X| = X3

denklemleri saglaniyorsa (X1, X2, X3,X4,Xs) nedir?

Coziim:
min{xi : i =1,2,3,4,5}) =x
max<{x; : 1 =1,2,3,4,5} =y

ve X¢ = X1 dersek, X2 = Xj + Xi+1, Y2 = Xj + Xj1 olacak sekilde i,j € {1,2,3,4,5} vardir.
Buradan, x> > 2x ve y? < 2y yani, 2 < X <y < 2 olur. Dolayisiyla,
(X1,X2,X3,X4,X5) = (2,2,2,2,2) elde edilir.

YANIT: (2,2,2,2,2)

25-90) X1,X2,...,Xs9 degiskenlerinden her biri digerinden bagimsiz olarak 1,0,—1
degerlerinden herhangi birini alabiliyor. Bu sayilarin ikiserli carpimlarinin toplaminin en
kiigiik deger1 kacgtir?

Coziim: X;,X2,...,X49 degiskenlerinin tim miimkiin ikiserli carpimlar toplamina S



diyelim. Bu taktirde, S = L-[(X1 + X2 +...+X49)* — X} —...—XJ] olur. Buradan, § > =*

oldugu goriiliir. S bir tam say1 oldugundan, S > —24 elde edilir. X;,X2, ..., X49
degiskenlerinin 25 tanesine 1, geriye kalan 24 tanesine de —1 degerini verirsek S = —24
elde ederiz. Tam tersi olsa da durum degismez.

Yanit: —24

Yedek 1-60) b tam sayis1, a tam sayisinin herhangi bir tam kat1 olmak {izere,

b/2 %a
10g10(%) +10g10( %) =1

ise b% — a? kactir?

Coziim: b = ka doniisiimii yapip denklemi diizenlersek,

ka—9a ka—9a

loglok( 2 ) = lyanik( 2 ) =10

olur. a ve k tamsay1 oldugundan, k sadece 10 olabilir. O zaman, a = 2, b = 20 ve
b2 —a? = 396 bulunur.

YANIT: 396

x? =y’ -5y2+8
Yedek 2-75) y y y
y2 = x3 — 5x% + 8X

denklem sisteminin gercel sayilardaki tiim ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim: Verilen denklemleri taraf tarafa ¢ikaralim ve asagidaki gibi diizenleyelim:
X3 —4x2 +8x = y3 —4y? + 8y
f(t) = t3 — 4t + 8t dersek f(x) = f(y) elde ederiz. f'(2) > 0 ve t # 2 i¢in,
fi(t) =3t2 -8t +8 >2t2 -8t +8 = 2(t> — 4t + 4)
=2(t-2)>>0

oldugundan f fonksiyonu kesin artan ve dolayistyla birebir fonksiyondur.
O halde, f(x) = f(y) esitliginden X = y olur. Verilen sistemde y = X yazarsak

X2=X3 =52 +8X & X3 —6X2+8X =0 = X(X>*-6Xx+8) =0

elde edilir. Buradan denklemin gercel kokleri X = 0, x = 2, X = 4 bulunur.
O halde, verilen denklem sisteminin ¢oziimleri (X,y) = (0,0) ,(2,2), (4,4) diir.

YANIT: (0,0),(2,2),(4,4)






